
 引言

  通过高中阶段的学习我们能够解决匀变速直线运动、平抛和斜抛等简

单的问题，假如一个质点做变速曲线运动，如何得到其位移、速度和加速

度之间的关系表达式呢？这个问题仅仅用高中的知识没有办法解决，当我

们学习高等数学以后，利用数学知识再结合物理知识就可以解决。

 学习导航

1. 质点运动状态的描述，掌握基本概念如质点、位置矢量、速度、加速度；

2. 质点运动的矢量性、瞬时性与相对性；

3. 解决运动学基本问题的方法。

第一章

质点运动学

Chapter 1
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单元一  物理模型  参考系

 一 、参考系

在自然界中所有的物体都在不停地运动，绝对静止不动的物体是不存
在的。在观测一个物体的位置及位置的变化时，总要选取其他物体作为参
考标准，选取的标准物不同，对物体运动情况的描述也就不同，这就是运
动描述的相对性。

为描述物体的运动而选的标准物称为参考系。不同的参考系对同一物体
运动情况描述不同。因此，在描述物体的运动情况时，必须指明是对什么参考系而言。
参考系的选择是任意的，在讨论地面上物体的运动时，通常选择地球作为参考系 。

 二 、质点

任何物体都具有大小和形状。但是在某些情况下，物体的形状大小对讨论它的运
动无关紧要，例如地球，当研究地球绕太阳转动时，由于地球直径（约为 1.28×107 

m）比地球与太阳的距离（约为 1.50×1011 m）小得多，地球上各点的运动相对于太阳
来讲可视为相同，此时可以忽略地球的形状和大小；但当研究地球绕自身轴转动时则
不能忽略。因此，当物体运动的路径比物体本身尺寸大得多的时候，就可以近似地把
此物体看成只有质量而没有大小和形状的几何点，这种抽象化的点就称为质点。由地
球的例子可以看出，把物体当作质点是有条件的（即地球与太阳的距离比地球直径大
得多），不满足条件的则不能当作质点（研究地球自转时）。

 三 、刚体

在任何力的作用下，体积和形状都不发生改变的物体称为刚体。和质点模型一
样，刚体也是固态物体的理想模型。

单元二  质点运动的描述

 一 、位置矢量和位移

1. 位置矢量

位置矢量是定量描述质点某一时刻所在空间位置的物理量。如图1-1所示，设质点
在某一时刻位于P点，从坐标系的原点O引向P点的有向线段OP称为该时刻质点的位置
矢量，简称位矢 ，以r表示。它在x、y、z轴上的投影（或位置坐标）分别为 x 、y 、
z。于是，位矢r的表达式为

  x y zr i j k= + +                                                  （1-1）
式中，i、j、k分别为x ，y ，z轴上的单位矢量（大小为1，方向沿各轴正向的矢

量）。显然，位置矢量的大小

r x y z2 2 2= + +
其方向由它的三个方向余弦来确定。位矢的单位为米（m）。

视频

质点及物理现象
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图 1-1  位移和路程

运动学方程：质点在运动过程中，每一时刻均有一对应的位置矢量（或一组对应
的位置坐标 x 、y 、z）。换言之，质点的位矢是时间的函数，即

( )tr r=                                                          （1-2a）
其投影式为

( )

( )

( )

x x t

y y t

z z t

=

=

=
*                                                      （1-2b）

这样                   r = r(t) = x(t)i+ y(t)j + z(t)k                   （1-2c）

按机械运动的定义，函数式（1-2a）描述了这个运动的过程，故称为质点的运动

方程。知道运动方程，就能确定任一时刻质点的位置，进而确定质点的运动。运动学
的主要任务在于，根据问题的具体条件，建立并求解质点的运动方程。

如果由式（1-2b）中消去参变量 t ，则得质点运动的轨迹方程。如果质点限制在

平面内，则可在此平面上建立xOy坐标系，于是（1-2b）式中的z(t) = 0 ，从中消去时间 
t，得

( )y y x=                              （1-3）

此即质点在 xOy平面内运动的轨迹方程。

2. 位移

位移是表示质点位置变化的物理量。如图1-1所示，设时刻t质点经过P处，位矢为
r；时刻t + ∆t，质点经过P′处，位矢为r(t + Δt)。在时间∆t内，质点位置的变化可用它的

位移表示。由图1-1知 

( ) ( )t t tr r r= +D D -                           （1-4）

位移是矢量，其大小为有向线段Δr的长度，其方向由始点指向末点。

知识链接

位移不同于路程。位移表示的是质点始末位置的变化情况，而路程反映质点
在这两个位置之间所经历的实际行程，用∆S表示。位移是矢量，既有大小，又有

方向，路程是标量，只有大小，没有方向。位移的大小也不同于路程，如图1-1所
示，位移的大小对应于图中P、P′两点间的直线段长，而路程对应于P、P′两点间的
弧线长，只有当∆t→0时，方可认为二者大小相同。即使在直线运动中，位移和路

程也是两个截然不同的物理量。
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 二 、速度

速度是表示质点位置变化快慢和变化方向的物理量。将质点的位移与完成位移所

需时间的比值称为质点在该段时间内的平均速度，用vr表示，即

( ) ( )
t t

t t t
v r r r-
= =

+
D
D

D
D

r                    （1-5）

平均速度是矢量，其方向与位移的方向相同，如图1-1 所示。
质点所经历的路程与完成这段路程所需时间之比，称为质点在该段时间内的平均

速率 ，以vr表示

tv s=
D
Dr                            （1-6）

平均速率为标量。在一般的情况下，平均速度的大小并不等于平均速率。
平均速度只能反映一段时间内质点位置的平均变化情况，而不能反映质点在某一

时刻（或某一位置）的瞬时变化情况。当∆t→0时，平均速度的极限值才能精确地反映
质点在某一时刻（或某一位置）的运动快慢及方向。这一极限值称为质点在该时刻的

瞬时速度 ，或简称速度 ，以vr表示，即

lim d
d

t tv r r
0t

= =
D
D

"D
r                                              （1-7）

速度是矢量，其方向与∆r的极限方向一致，即为运动轨迹上该点的切线方向。从
式（1-7）可以看出，速度是位置矢量对时间的一阶导数。速度的单位是米/秒（m/s）。

知识链接

瞬时速度的大小和瞬时速率有什么关系？
反映质点运动瞬时快慢的物理量称为瞬时速率（简称速率），它是∆t→0时

平均速率的极限值，即

d
d

t tv s v s0t= =
D
D "D

r                      （1-8）

由于∆t→0时|dr| = ds，故质点在某一时刻的速度大小与该时刻的瞬时速率相等。

 三 、加速度

加速度是描述质点速度随时间变化快慢的物理量。 

( ) ( )
d
d

d
d

t t
t t t

t ta v v v
a v r0

2

2
t-

= = = = =
+

D
D

D
D "D

r           （1-9）

由式（1-9）可以看出，质点的加速度等于速度对时间的一阶导数，或等于位置矢
量对时间的二阶导数 。换句话说，可以通过将速度或位矢对时间求导来计算加速度。
加速度的单位是米每二次方秒（m/s2）。

【例1-1】已知一质点的运动方程为r = t2i + 2tj，式中r的单位是m，t的单位是s。试求：

（1）t = 2 s时质点的位置矢量；（2）质点在t = 1 s至t = 3 s时间内的位移；（3）t = 1 s时质

点速度的大小和方向；（4）t = 2 s时质点加速度的大小和方向。

【解】（1）把t = 2 s代入运动方程可得
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2 2 2 2 4 4t tr i j i j i j2
2 2 #= + = + = +

（2）根据r = t2i + 2tj，把时间t = 1 s和t = 3 s分别代入运动方程，可得两时刻质点的

位置矢量分别为

1 2 1 2r i j i j1
2 #= + = +

            

3 2 3 9 6r i j i j3
2 #= + = +     

质点的位移为
9 6 ( 2 ) 8 4r r r i j i j i j3 1- -= = =+ + +D

（3）根据运动方程，可得速度表达式为

d
d

d
d( )

d
d(2 )

2 2t t
t

t
t

tv r i j i j
2

= = =+ +                   

代入时间值，得t  = 1 s时质点的速度为

2 1 2 2 2v i j i j3 #= + = +                         
速度的大小为

( 2 2 ) m/s 2 2 m/sv3 2 2= + =

方向与x轴正向夹角

arccos arccos
2 2
2 arccos 2

2
45v

v
3

3x
c= = = =a         

（4）根据r = t2i + 2tj，可得质点加速度的表达式为

d
d

d
d ( )

d
d (2 )

2t t
t

t
t

a r i j i2

2

2

2 2

2

2

= = =+                   

单元三  质点运动学的两类基本问题

质点运动学所要解决的问题一般分为两类：一类是已知质点的运动学方程，求质
点在任意时刻的速度和加速度，在数学处理上需用导数运算，称为微分问题；另一类
是已知质点的加速度及初始条件（即t = 0时的位矢及速度），求任意时刻的速度和位
置矢量（或运动学方程），在数学上需用积分运算，称为积分问题。第一类问题前面
已讨论过，下面以匀变速直线运动为例讨论第二类问题。

设质点做匀变速直线运动，在t = 0时，其位置坐标和速度分别为x0和v0，要确定任
一时刻质点的运动状态，也就是要求得其坐标x和速度v随时间t的函数表达式。先将瞬
时加速度的数学式改写然后积分得

积分

d
d d d d da t a t a tv v v

0 0

v v
"= = =y y

     即v-v0 = at或v = at + v0                              （1-10） 
上式就是确定质点在匀加速直线运动中速度的时间函数式。 
根据瞬时速度的数学式，把式（1-7）改写并积分得

积分

d
d d d d dv t
x x v t x v t

0x

x t

0

"= = =y y
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   即 2
1x x v t at0 0

2- = + 或 2
1x x v t at0 0

2= + +      （1-11） 

上式就是匀加速直线运动中确定质点位置的时间函数式，也就是质点的运动方程。
此外，如果把瞬时加速度改写成

d
d

d
d
d
d

d
d d da t

v
x
v
t
x

x
v v v a xv"= = = =

对两边取积分就得

2 ( )v v a x x2
0
2

0" = -                      （1-12）
上式就是质点做匀加速直线运动时，质点坐标和速度v之间的关系式。
以上讨论以x方向运动为例，同理可求得y、z方向的各分量关系，这里不再赘述。

下面讨论两个特例。

 一 、直线运动实例

1. 自由落体运动

物体自由下落，是近似于匀加速直线运动的一个实例。在自由下落过
程中，若无空气阻力，则无论物体的大小、形状、质量等如何，在距地面
上同一高度处，它们均有相同的加速度，若降落距离不太大，在降落过程
中，加速度可当作常量，空气阻力、加速度随高度的变化忽略不计，这种
理想的运动称为自由落体运动。

自由落体运动中加速度g是常数，因此为匀变速直线运动，以上讨论的公式均适
用。因自由落体在开始时，v0 = 0，且所选坐标轴的正方向向下，将这些条件代入匀变
速直线运动公式后有

, 2
1 , 2v gt y gt v gt2 2= = =

2. 竖直上抛运动

与自由落体运动相反，竖直上抛运动有向上的初速度，取向上为坐标轴正方向，
且运动过程中加速度为重力加速度，方向始终向下，取负值。则由匀变速直线运动公
式得

0, , 0v a g y0! = =-

, 2
1 , 2v v gt y v t gt v v gy0 0

2 2
0
2- - -= = =

 二 、平面曲线运动实例

1. 运动叠加原理

从同高度的平抛运动与自由落体运动同时落地的实验事实可知：平抛运动中水平
运动不影响竖直方向的运动，即平抛运动是竖直方向的自由落体运动和水平方向的匀
速运动的叠加。 根据类似的无数客观事实，可得到这样一个结论：一个运动可以看成
几个各自独立进行的运动的叠加。这个结论称为运动的叠加原理。

视频

平抛运动
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2. 抛体运动

选如图1-2所示坐标系，

图 1-2  抛体运动

则                                                     （ax = 0，ay = -g） 
水平方向为匀速，竖直方向匀变速。 

0t = 时，
0, cos

0, sin

x v v

y v v
0 0 0

0 0 0

x

x i

= =

= =

i)
根据匀变速直线运动公式得

cos

cos

sin

sin 2
1

v v

x v t

v v gt

y v t gt

0

0

0

0
2

x

y -

-

i

i

i

i

=

=

=

=

Z

[

\

]
]]

]
]

                                         （1-13） 

以上四式描述了抛体在任意时刻的速度和位置，称为抛体运动方程式。
由x和y的表达式消去时间t可得轨迹方程

tan 2 cosy x v
gx
0
2 2

2

-i
i

=

它是一个抛物线方程。
由抛体的运动方程和轨迹方程可知，抛体的轨迹和在任一时刻的运动状态取决于v0

和θ。在v0一定的情况下，θ = π/2，对应于上抛运动；0＜θ＜π/2，对应于斜上抛运动；
θ = 0，对应于平抛运动。

据抛体运动方程（或轨迹方程）可得出体现抛体运动特征的三个重要物理量：射
高H，射程R（落地点与抛出点在同一水平面上的水平距离）和飞行时间T分别为

2 sin

sin2

2 sin

H g
v

R g
v

T g
v

0
2

2

0
2

0

i

i

i

=

=

=

Z

[

\

]
]]

]
]]

射高

射程

飞行时间

           

显然以相同的速率而以不同的抛射角θ抛出时，其射程一般不同。当以θ = 45°抛出

时，抛体取得最大射程R g
v02= 。



8

大 学 物 理

课 堂 讨 论

质点运动学的两类基本问题各有什么特点？

单元四  圆周运动
圆周运动是一种比较常见的、特殊的平面曲线运动，当物体绕固定轴转动时，其

上的每个点所做的运动都是圆周运动。对于圆周运动，我们同样把它分解为相互垂直
的两个方向的直线运动，通过研究两个分运动进而得出圆周运动的规律。与前面研究
抛体运动所不同的是，对于圆周运动，我们沿圆周轨迹的切向和法向进行分解。本单
元主要介绍圆周运动的速度、加速度特点，以及圆周运动的角量描述方案。

 一 、圆周运动的速度

由本章第二单元的内容可知，质点做曲线运动时，速度的方向总是沿着轨迹的切
线并指向前进方向，因而质点做圆周运动时，速度方向始终为该处圆弧的切线方向。
故，圆周运动的速度可表示为

v = vet                                                       （1-14）  

式中， d
dv t
s= 表示速度的大小，即速率；et表示圆弧切向的单位矢量。

由于圆弧切向方向处处不同，所以，圆周运动的速度方向是时时变化的，因而速
度也是时时变化的。如图1-3所示。如果圆周运动的速度大小随时间变化，则称为变
速率圆周运动，我们通常称之为变速圆周运动；如果圆周运动的速度大小不随时间变
化，则称为匀速率圆周运动，我们通常称之为匀速圆周运动。可见，即使是匀速圆周
运动，其速度也不是恒定的。  

图 1-3  圆周运动的速度                                           

 二 、圆周运动的加速度

如图1-4（a）所示，t时刻质点位于A点，速度为vA，t + ∆t时刻质点运动到B点，速
度为vB。在t～t + ∆t时间内，质点速度的变化为∆v = vB-vA。

在图1-4（b）中，在由矢量vB 、vA和∆v构成的矢量△CDE中，取CF CD= ，则A、
B两点的速度差∆v可以写成

v v vn tD D D= +
式中， v EFtD = ，它反映了A、B两点速度大小的变化； v DFnD = ，它反映了

视频

圆周运动的速度
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A、B两点速度方向的变化。

图 1-4  圆周运动的加速度

根据加速度的定义，有

lim lim limt t ta v v v a a
0 0 0t t

n

t

t
n tD

D
D
D

D
D= = + = +

" " "D D D
                   （1-15）

1. 法向加速度

在式（1-15）中， lima t
v

0
n

t

n

D
D=

"D
。当∆t→0时，B点无限地接近A点，vB、vA的方向无

限靠近，此时，∆vn的极限方向将垂直于vA，即∆vn的极限方向沿圆周半径指向圆心。沿
圆周半径指向圆心的方向称为轨迹的法向，因而，加速度的这个分量称为法向加速度
（中学时称其为向心加速度）。法向的单位矢量用en表示，因而法向加速度可以写为

an = anen                                                
式中，an称为法向加速度的大小。下面我们利用相似三角形知识，讨论法向加速度

大小的表达式。
在图1-4中，由于对应边相互垂直，有△AOB∽△DCF，因而有

v
AB

v
R

n AD
=                     

即 v R
v ABn
A

D = ，则A点法向加速度的大小为

lim lima t
v

R
v

t
AB

R
va

0 0

2

n n
t

n A

t

A

D
D

D
= = = =

" "D D

                         

由于A点是任取的，所以，对于圆周轨迹上的任意一点，法向加速度的大小为

a R
va
2

n n= =                                                  

2. 切向加速度

在式（1-15）中， lima t
v

0
t

t

t

D
D=

"D
。当∆t→0时，B点无限地接近A点，vB、vA的方向

无限靠近，此时，∆vt的极限方向将与vA方向一致，即∆vt的极限方向沿圆周的切向，因
而，加速度的这个分量称为切向加速度，即

at = atet                                                
式中，at称为切向加速度的大小，其值

 lim lim d
da t

v
t
v

t
va

0 0
t t

t

t

tD
D

D
D= = = =

" "D D
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3. 圆周运动的加速度

通过上面的讨论可以看出：法向加速度与质点运动速度方向的改变相关，它是描
述质点速度方向变化的物理量；切向加速度与质点运动速度大小的改变相关，它是描
述质点速度大小变化的物理量。综合以上，圆周运动的加速度为

, d
d
a a

a R
v a t

v
a a a e e

2
n t n n t t

n t

= =

= =

+ +
*                  （1-16）

如图1-5所示，加速度的大小为

a a a2 2
n t= +                             

加速度的方向用加速度与半径的夹角正切值表示，即 

tan a
a
n

t
i =

图 1-5 加速度的大小和方向

小 提 示

质点做匀速圆周运动时，由于速度的大小不变，仅速度的方向改变，因而加
速度只有法向加速度分量，而没有切向加速度分量；质点做变速圆周运动时，
由于速度的大小和方向都变化，因而加速度既有切向分量，又有法向分量。

【例1-2】一质点在平面内做半径R = 0.1 m的圆周运动，已知质点所经历的路程随

时间变化的关系为S = 2 + 3t - 4t2，式中S以m为单位，t以s为单位。试求：（1）t = 2 s
时质点的速度；（2）t = 2 s时质点的加速度。

【解】（1）根据路程随时间的变化关系，可得质点运动的速率为

d
d 3 8v t
S t-= =                           

把t = 2 s代入上式，可得v2 =(3-8×2)m/s = -13 m/s
故t = 2 s时质点的速度为v2 = -13et  m/s      
（2）根据速率表达式，可得法向加速度和切向加速度大小分别为

0.1
( 13)

1690 m/sa R
v

2
2
2 2

2
n

-
= = =                 

d
d

d
d(3 8 )

8 m/sa t
v

t
t 2 2

t
-

-= = =                      
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小 提 示

一般曲线运动中，质点既有切向加速度，又有法向加速度，因而质点运动速
度的大小和方向均发生变化；如果质点只有切向加速度，而没有法向加速度，
则质点只有速度大小的变化，而没有速度方向的变化，那么，质点所作的是直
线运动；如果质点只有法向加速度而没有切向加速度，则质点只有速度方向的
变化，而没有速度大小的变化，那么，质点所作的是匀速率的曲线运动；如果
质点的法向加速度始终指向一个固定的点，那么，质点所作的是圆周运动。

切向加速度的大小恒定，所以 8 m/sa2 2
t -=

t = 2 s时，质点的加速度为

(1690 8 ) m/sa aa e e e e2 2 2
2

n n t t n t= =+ -      

4. 一般曲线运动加速度

质点做一般曲线运动时，加速度同样可以沿切向和法向进行分解。切向加速度沿
着质点所在位置轨迹曲线的切线并指向前进方向，法向加速度垂直于切向加速度，指
向质点所在位置轨迹对应圆的圆心，总加速度始终指向曲线的凹侧，如图1-6所示。

图 1-6  一般曲线运动

一般曲线运动中，曲线各处对应的圆周的圆心和半径都不相同，我们称这些圆的
圆心为该处的曲率中心，对应圆周的半径称为曲率半径，用ρ表示，如图1-6所示。质
点在各处切向加速度和法向加速度的大小分别为

d
d ,a t
v a v2

t n t
= =                     （1-17）

 三 、圆周运动的角量描述

圆周运动除了可以用位移、速度、加速度这些线量描述之外，还通常用角位置、
角位移、角速度、角加速度等角量来描述。

1. 角位置

如图1-7所示，质点在平面内绕O点作半径为R的圆周运动。t时刻质点位于A点，则

A点的位置可以用该点对应的位矢 OA 与Ox轴正向的夹角θ来描述，这个用来描述质点
位置的角量称为角位置。
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图 1-7  角位置和角位移

2. 角量描述的运动方程

 如果质点运动，则其对应的角位置是一个随时间变化的函数，可写为           
θ = θ(t)                          （1-18）

此式称为用角量描述的圆周运动方程。

3. 角位移

若质点在t + ∆t时刻运动到点B，A点和B点对应位矢之间的夹角∆θ则反映了∆t时
间内质点位置的变化情况，这个用角量描述的位移称为角位移。角位移也可以说成是
该段时间内质点转过的角度。质点沿圆周绕行的方向不同，角位移的转向不同，一般
地，我们规定质点沿逆时针绕行时角位移为正，即∆θ  ＞0；质点沿顺时针方向绕行时角
位移为负，即∆θ＜0。

在国际单位制中，角位置和角位移的单位都是弧度（rad）。

4. 角速度

角位移∆θ与产生这段角位移所经历时间∆t的比值称为这段时间内质点的平均角速

度，用~表示，即

tD
D=~ i                         （1-19）

平均角速度只能粗略地描述质点转动的快慢，若想精确地知道质点在某一时刻的
转动快慢，则需要把所讨论的时间段尽可能取小一点。当∆t→0时，平均角速度的极限
值称为质点在t时刻的瞬时角速度（简称为角速度），用ω表示，即

lim d
d

t t0t D
D

~
i= = i

"D
                   （1-20）

在国际单位制中，平均角速度和角速度的单位都是弧度每秒（rad/s），常用的单
位还有转每分钟（r/min）、转每小时（r/h）。 

5. 角加速度

与定义角速度类似，我们定义角加速度为

b lim d
d

t t0t D
D ~= =~

"D                                         （1-21）

角加速度的单位是弧度每二次方秒（rad/s2）。

圆周运动中，角速度和角加速度的方向也用其值的正负反映。若角加速度与角速
度符号相同，则为加速圆周运动；若角加速度与角速度符号相反，则为减速圆周运
动；若角加速度β = 0，角速度不变，则为匀速圆周运动，此时，角位移∆θ = ωt；若角
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加速度恒定不变，则为匀变速圆周运动。与匀变速直线运动相对照，很容易得出匀加
速圆周运动的一组关系

b

b2
1

2( )

t

t t

0

0 0
2

2
0
2

0

~ ~

i i ~

~ ~ i i

= +

= + +

=- -

Z

[

\

]]

]]
                  （1-22）

【例1-3】一飞轮以转速n = 900 r/min转动，受到制动后均匀地减速，经t = 50 s
后静止。试求：（1）飞轮的角加速度β；（2）从制动开始到静止，飞轮转过的转数；

（3）t = 25 s时，飞轮的角速度。

【解】（1）由题意可知

r
r60

2 900 rad/s 30 rad/s0
2 2#

~ = =` j
（2）根据匀变速圆周运动的角速度公式ω = ω0 + βt，得角加速度为

r
r50

0 30 rad/s 0.6 rad/st0
0 2 2-

-
~ ~= = =b
- ` j                 

根据角位置公式 b2
1t t0 0

2i i ~= + + ，得这段时间内飞轮的角位移为

r r rb2
1 (30 50 2

1 0.6 50 ) rad/s 750 rad/st t0 0
2 2# # #-Di i i ~= = = =+-

飞轮转数为

         r r
r

2 2
750 375N = = =iD  转              

（3）根据ω = ω0 + βt，得t = 25 s时角速度为

r r rb (30 0.6 25) rad/s 15 rad/st0 #-~ ~= = =+                 

6. 角量和线量的关系

在圆周运动中，线量和角量都是描述同一对象的，因而两者之间必然有着联系。
如图1-8所示，设圆周半径为R，则∆t时间内质点经过的弧长∆S与角位移之间存在如下

关系
∆S = R∆θ

质点运动的速率

lim lim limv t
S

t
R R t R

0 0 0t t tD
D

D
D

D
Di= = = =i

~
" " "D D D

 进而，有

图 1-8  角量和线量关系

d
( )

a R
v

t
R

R
2 2

2
n

~
~= = =                       

bd
d

d
d( )

d
da t

v
t
R

R t Rt
~ ~= = = =                         

整理以上结论，得圆周运动的角量和线量关系为
∆S = R∆θ，v = Rω，an = Rω2，at = Rβ               （1-23）
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【例1-4】一质点沿半径为R = 0.1 m的圆作圆周运动，运动方程为θ = 2-4t3，式

中，θ以rad计， t以s计。试求：（1）t = 2 s时，质点的切向加速度和法向加速度的大

小；（2）θ为多大时，切向加速度和法向加速度的大小相等。

【解】（1）根据θ = 2-4t3，可得

d
d 12t t2-~
i= =  ，b d

d 24t t-~= =   

把t = 2 s代入，得

ω2 = (-12×22)m/s = -48 m/s，β2 = (24×2 )m/s2= -48 m/s2   
根据角量和线量关系，有

0.1 ( 48) m/s 200.4 m/sa R2 2
2 2 2 2

n # -~= = =6 @
0.1 ( 48) m/s 4.8 m/sa R2

2 2 2 2
t # - -~= = =6 @     

（2）若 a an t= ，应有 R R2 =~ b

把ω = -12t2，β = -24t代入，并整理得

144t4 = 24t

解方程得 6
1t3 = ，代入运动方程，得此时

                

单元五  相对运动
在本章的第一单元中我们曾经介绍：物体的运动是绝对的，但对于运动的描述却

是相对的，在不同的参考系中描述同一个运动，所得结论往往是不同的。本单元主要
介绍在不同的参考系中描述同一个运动时，所得的位置矢量、位移、速度和加速度之
间的变换关系。

相对运动问题常常涉及两个参考系。一个是相对于观测者静止的参考系，称为静
止参考系（简称静系，也称K系）；一个是相对于观测者运动的参考系，称为运动参考
系（简称动系，也称K′系）。物体相对于静系的速度称为绝对速度，用vAK表示；物体
相对于动系的速度称为相对速度，用vAK′表示；动系相对于静系的速度称为牵连速度，
用vK′K表示。

运动参考系相对于静止参考系的运动可以是平动，也可以是转动，或者是更复杂
的运动。在这里，我们仅讨论最简单的情况：动系（K′系）相对于静系（K系）做匀速
直线运动。如图1-9所示，在K系和K′系中分别建立直角坐标系Oxyz和O′x′y′z′，使两参考
系的x轴重合，其他两个坐标轴平行。



15

第一章    质点运动学

01

chapter
02

chapter
11

chapter
03

chapter
12

chapter
04

chapter
13

chapter
05

chapter
14

chapter
15

chapter
06

chapter
07

chapter
08

chapter
09

chapter
01

chapter
10

附录

图 1-9  相对运动

设空间有一运动质点，t时刻质点位于P点，该点在K′系中对应的位矢为rAK，在K系
对应的位矢为rAK′，由图1-9可知，两参考系中位矢之间的关系为

rAK = rAK′ + rK′K                           （1-24）
式（1-24）称为位矢变换式。式中，rK′K 为K′系原点O′在K系中对应的位矢。
上式两侧对时间求导，可得

d
d

d
d

d
d

t t t
r r rA AK K K K= +l l                       

式中， d
d
t
r vA

A
K

K= ， d
d
t
r vA

A
K

K=l l， d
d

t
r vK K

K K=l
l ，则上式可写为

vAK = vAK′ + vK′K                                                        （1-25）
式（1-25）称为速度变换式。速度变换式对时间再求导，可得加速度变换式

aAK = aAK′ + aK′K                                                    （1-26）
式中，aK′K为K′系相对于K系的加速度。若K′系相对于K系做匀速直线运动，则

aK′K = 0，此时aAK = aAK′。
由以上分析可知，在相对运动问题中，K系和K′系中及两系之间描述运动的对应物

理量之间都是满足矢量合成的三角形法则的。
【例1-5】某人以4 m/s的速度向东行进时，感觉风从正北吹来。如果此人将行进

速度增加一倍，则感觉风从东北方向吹来。试求：风相对于地面速度的大小和方向。 

【解】以地面为静止的K系，人为K′系，则人行进的速度为K′系相对于K系的速度

vK′K，人感觉风的速度为vAK′。
对于两种情况，根据vAK = vAK′ + vK′K，作矢量三角形如图1-10所示。根据矢量三角

形的几何关系，可得风相对于地面的速度大小为

d
d 2 ( ) ( 2 4) m/s 5.66 m/st
r v v vA

A
K

K K K K K #= = = =-l l l
       

风向为θ = 45°    
风速的方向为东偏南45°。

图 1-10  例1-5图
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本章小结

1. 参考系：描述一个物体的运动，选择一个或几个相对静止的物体为比较的基
准，这些物体群，称为参考系。

2. 运动（函数）方程：表示运动中的质点的位置随时间变化的函数。

3. 瞬时速度： lim d
d

t tv r r
0t D
D= =

"D
，速率 d

dv t
S=  

4. 瞬时加速度（当∆t→0时，曲线转化为直线）：

lim d
d

d
d

t t t a a aa v v r i j k
0

2

2

t
x y zD

D= = = = + +
"D

5. 自然坐标系中质点运动加速度：。

切向加速度—— d
d

ta v
t = ；法向加速度—— va e

2

n nt
= ，故 a va e e

2

t t nt
= +     

6. 曲线运动与圆周运动类比（表1-1）：

表 1-1 曲线运动与圆周运动类比表

项目      曲线运动  圆周运动

平均速度                        v t
r
D
D= tD

D
~

i= （平均角速度）

瞬时速度                   lim d
d

t tv r r
0t D
D= =

"D
lim d

d
t t0t D
D i= =~
i

"D

加速度 lim d
d

d
d

t t ta v v r
0

2

2

t D
D= = =

"D
b lim d

d
d
d

t t0
2

2

t

i= =~
"D

匀变速               
（曲线特例）

直线运动
2
1

2

v v at

S v t at

v v aS

0

0
2

2
0
2

= +

= +

=-

b

b

b

2
1

2 ( )

t

t t

0

0
2

2
0
2

0

~

i ~

~ ~ i i

= +

= + +

=

~

i

- -

7. 圆周运动的加速度：a = an + at，at  =  Rβ，an  =  ν²/R =  ω²R

( )a a a R
v R2 2
2 2

2
n t b= + = +a k

教学检测

1. 一质点做平面运动，坐标随时间变化的关系为x = 2t + 6，y = 2t2 + 3t - 5。试求：
（1）质点的运动方程；
（2）质点的轨迹方程，并描绘轨迹的形状。 
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2. 一质点的运动方程为r = 2ri + (t3-6)j。试求：
（1）t = 3 s时，质点的位置矢量；
（2）0～3 s质点的位移及平均速度；
（3）t = 3 s时，质点的速度和加速度。
3. 一质点在平面内运动，其运动方程为r = 6sin5πti + 2cos5πtj。试求：
（1）轨迹方程，并描绘轨迹的形状；
（2）质点的速度表达式；
（3）质点的加速度表达式。
4. 一个人从原点出发，用30 s向南走了40 m，之后又用30 s向东走了40 m。试求：
（1）在这段时间内此人的位移和路程；
（2）平均速度和平均速率。
5. 一足球运动员在正对球门前30 m处以25 m/s的初速率罚任意球，已知球门高为

3.44 m。若要在垂直于球门的竖直平面内将足球直接踢进球门，问他应在与地面成什么
角度的范围内踢出足球？（足球可视为质点）

6. 一升降机以速度v0 = 2 m/s由地面匀速上升。当它运动至12 m高处时有一螺钉从
升降机天花板上脱落，升降机天花板距底板2.50 m。试求：

（1）螺钉落到地板所需时间；
（2）下落过程中螺钉相对于地面的位移。
7. 一质点在Oxy平面内做一象限的双曲线运动，轨迹方程为xy = 8，且沿Ox轴的运

动方程为x = 6t2。x、y以m计，t以s计。试求：
（1）质点的运动方程；
（2）t =1 s时，质点的速度。
8. 一滑雪运动员离开水平雪道飞入空中的速率为v0 = 110 km/h。斜坡的倾角为

α = 45°，不计空气阻力。试求：
（1）运动员的着陆点B到脱离滑道点A之间的距离；
（2）运动员在空中飞行的时间。
9. 为迎接香港回归，1997年6月1日柯受良驾车飞越黄河。如图1-11所示，黄河壶

口宽L = 57 m，柯受良从东端起跃的速度为v0 = 150 km/h，设起跃速度沿水平方向。试
求：若要使车在黄河西岸安全着陆，则在黄河的东岸的起跃台至少要高出西岸多少。 

图 1-11  教学检测题9图

10. 已知质点运动方程为

sin

(1 cos )

x R t

y R t~

=

= +

~(
式中R，ω为常量，试回答质点做什么运动，并求其速度和加速度。
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11. 如图1-12所示，湖中有一小船。岸上有人用绳跨过定滑轮拉船靠岸。设滑轮距
水面高度为h，滑轮到船初始位置的绳长为l0，试求：当人以匀速v拉绳，船运动的速度
v′为多少。

图 1-12  教学检测题11图
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